La rotarione di un corpo rigido nello spazio puo’® essere trattata come un
problema puramente matematico,ma anche come un problema pratico-matematico,
stante la possibilita’ di simularla tramite il computer.

In gquesto caso si dovranno porre alcune convenzioni e limitazioni,visto che
il CRT costringe ad una rappresentazione bidimensionale e precisamente dei
s0li punti trovantesi sugli assi 2 e y  ( 1'asse » si trova sulla lunghezza
dello schermo,mentre 17 asse y rappresenta la sua altezza ) .

Hi converra® di porre 17asse @ ( suo verso positiveo ) verso la profondita®
dello schermo e di individuare un senso di rotazione rispetto a guesti assi.
Inoltre la rotazione di un corpo,quando e” costretta nei limiti del CRT,e
bene avvenga sul suo centro geometrico,in modo da conservare sempre la visi-
bilita” dell’oggetto durante la rotazione. )

8i converra’ percio’ che la rotazione avvenga in senso orario guardando il
verso positivo dell’asse sul quale avviene la rotazione stessa.

8i converra’ una priorita’ di rotazione sugli assi cartesiani ( quando essi
ne siano interessati ) nel senso che una rotazione complessiva,scomposta nei
suoi valori angolari di rotazione sugli assi x,y,2, avviene ructando il corpo
dapprima sull’asse #,poi sull®asse yveinfine sull’asse z.

Lo studio della rotazrione di un corpo nello spazio puo avvenire in molti modi,
ma se si vuole considerarne 1applicabilita® & casi concreti,si puo® restrin-—

-

gerneg lo studio a solo 3 modi,ed essi sono @

1) Rotazione sugli assi cartesiani considerati immobili nello spazio e quindi
sullo schermo.

2) Rotazione intorno ad un unico asse passante per 17origine ed avente qualsi-
voglia direzione.

3) Rotazione sugli assi cartesiani che ruotano all’unisono con il corpo stesso.

Fer il calcolo della rotarione si dispone delle coordinate x,v,z dei vari ver-

tici del corpo visto nella sua posizione *° di riposo *7,o0ss8ia non ancora ruo—

tato,nonche’ degli angoli @ alfa,beta,gammnz, di rotazione sugli assi x,vy.z { &
cio” neli casi 1 e 3 ),oppure dell” angolo @ teta® ,ossia il valore della rota-

ziong intorno all’® asse scelto, nnncha i 3 coseni direttori dell’asse medesimo,

e cion® nel caso 2.

A calcolo terminato si otterranno le coordinate x%,y",z° del punto ruotato,
e si procedera’ alla loro ultima trasformazione in coordinate Xv ed Yv
( ossia Xviﬁem ed Yvideo ) a seconda del punto di vista prospettico adottato.

A questo proposito,si converra®™ infine che 1l osservatore si trovi sull’ asse z
{ suo verso negativo ) ad una distanza D .dove @0 O < D < -po .




CAS0 1) @ rotazione sugli assi cartesiani considerati fissi.

Siano @ A=angolo di rotazione intorno all’asse x { abbrev. di “"alfa®® )

H:—__ L4 n s 8 ag an a>s y ( g -4 b@ta )
y: azs a3 * 2 a2 a2 x z t b - 3 gamma )
HaYs= le coordinate del punto soggetto a rotazione

MYyt e’ ¥ T =E dopo la rotazione complessiva

Rotazione prioritaria : A.B,Y

drcosBoosY + y(sinAsinBocosY-—-cosAsinY) + z(sinAsinY+cosAsinBoosY)

o=
y* = wcoshsinY + vicosfcosY+sinAsinBsinY) + z(cusﬁsinﬁsinY~éinﬁcnsY)
27 = —wsink + ysinfAcosP + zcosAcoskE

Gfualora occorresse la priorita™ @ H,A,Y ( utile in assonometria l,ecco la
relativa formulazione 3 ¥

HicosBocosY-sinAsinBsinY) -~ yocosAsiny + z{sinBocosY+sinAcosBsinY)

s
=
it

y' o= x{cosBsinY+sinAsinBoosY) + yoosAcosY + z(sinBsinY-sinfcosBcaosY)

' = -jcosAsinB + ysinA + zcosfcosB




Cast 2) @ rotazione su di un asse unico,di gualsivoglia direrione e passante

Bi devono fiszare i1 I cosenl direttori dellasse intorno al guale avvera®™ la
la rotazione del previsto angolo TETA ,e per far cio® sono disponibili 2
diversi modi @ tramite coordinate omogenee e tramite gli angoli polari.

Fosizionamento in coordinate omogenee :

Dette a,b,c le coordinate omogense del vettore rispetto agli assi d.v.zZ,
@ cosAd, cosBd,cosYd 1 coseni direttori del medesimo vettore di rotazione,
i avira® che @ M=50R{(a"2+b"2+c™2 ; cosAd=a/M 3 cosBd=b/M 3 cosYd=c/M
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Fosizionamento in coordinate polari

Detto TETA 1"angolo compreso tra il vettore di rotazione e 1%asse z.nonche?®
Y 1Pangolo creato dalla sua proiezione sul piano xy, i avra® che s

cosfd=senTETACOsY 3 cosBd=senTETAzsenY 3 cosYd=cosTETA
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Ciom® fatto si caleolano 1 9 coseni direttori del sistema ruotato con @

coshl= cos?dd (1-cosTETA®) + cosTETA® » .
cosAZ=costdcosBd (l-cosTETA™ )Y + senTETA cosYd :

- cosfAl=cosfdeosYd (l-cosTETAY ) - senTETA® cosBd
cosBl=cosfdcosBd{(1-cosTETA}) - senTETAcosYd
cosBEm= cos? Bd (l-cosTETA®) + cosTETA®
cosBi=cosBdoosYd (l-cosTETA™ ) + senTETA® cosfd
cmsYlmﬂmﬁﬁdcwﬁYﬂ(1~am§TETﬁ"} + senTETA® casid
cosYi=cosBdoosYd (1-cosTETA®)Y — senTETA® cosad
CosY S costYd(1-cosTETA®) + cosTETA®
Infine per la rotazione destrorsa i P par quella sinistrorsa :
¥'= weosfltyoosBlizoosYl : = dcosfl+yocosAZrzcosAl
yim o weosAEtyvoosB2ezcosYd 3 y'= weosBlvoosB2tzoosRE
2= wooshldtyoosbBIitzcosYsD H 2= woosYl+tyoosYa2+zoosY:




CASH 3) @ rotazione sugli assi cartesiani che ruotano insieme al corpo
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] 3
Siano @ A=angolo di rotazione intorno all’asse x ( abbrev. di ** alta ** )
V,Em EL- 8 o aa a s nn y { b B beta )
«kYz an N Ea > Ea »» = { @B L gamma b1
HyVaZ le coordinate del punto soggetto a rotazione
- % & P Pk 2R dopo la rotazione complessiva
Fer rotazione prioritaria @ &,8B,Y
1 ' = woosBoosY — voosBsinY + zsinB
¥ o= ow (cosfAsinY+sinAsinBoosY) + yvicosAcosY-sinfAsinBsinY) - zsinfAcosk
z® = misinAsinY-cosAsinBcosY) + visinfcosY+cosAsinBsinY) + zcoshcosk

Sia nei due casi precedenti che in guest’ultimo caso,le coordinate finali
*'ay" .27 sl riferiscono alla posizione del punto ruotato rispetto agli assi
cartesiani primari che sono immobili nello spazio e che percic® definiscono
la posizione del corpo a riposo 77 ,e cioe’ non ancora ruotato. .

¥

EL

Gli assi cartesiani secondari accompagrnano il corpo durante le rotazioni
su di essi nel caso sopra trattato,mentre nel caso 1), assi cartesianid
primari ed assi cartesiani secondari coincidono.

Anal ogamente nel caso D) .pur prescindendo da rotazioni sugli assi cartesiani,
che rappresenterebbero un caso particolare di esso,si hanno x",v7 .27 comne
coordinate finali del punto soggetto a rotazione rispetto agli assi cartesiant
primari,che stabiliscono anche le coordinate iniziali x,y,z.
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RELAZIONT ESISTENTI TRA L& ROTAZIONE SU DI UN ABSE UNICO
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E LA ROTAZIONE COMPLESSIVA EFFETTUATA SUGLI ABSI CARTESIAMI
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Le rotazioni di cwi ai paragrafi (1Y & (3) ,ossia la rotazione sugli assi
cartesiani secondari coincidenti con guelli primari e quella sugli assi car-
tesianl secondari che seguono il corpo durante le rotazioni,possono essere
considerate un caso particolare della rotazione attorno ad un unico asse,pas—
sante per 1 origine =d avente gualsiveoglia direzione,di cui al par. (2).

Di fatto anche le due formulazioni,di cui ali par. (1) e {(3) possiedono 9
cosenlt direttori,come 8 per la generale di cul par. (2).

Fer la rotazione sugli assi cartesiani secondari considerati fissi oo
( @ con rotazione prioritaria A,B,Y )

{( abbreviando la dizione @ casALFAL in Al,semplicementeiecc.eco.)

. Al=cosBoosY Bil=sinfAsinBcosY-cosAsinY j§ Yi=sinfAsinY+cosAsinBocosY

1]

« AZ=cosBsinY 3 B2scosfoosY+sinfAsinBsinY 3 Y@2=cosAsinBsinY-sinfcosY
¢ AZm —mink s« BE=sinfAcosB £ Y3=cosAcosE
Ba cui z «#'= #A1 + yBEI + zYil

yhem o owA2 + yRZ + oaYR

-

2= A + yBIE O+ 2Y3E 3 e cio’ in generale.

fralogamente i 9 coseni direttori del caso (3) ,ossia per la rotazione sugli
assi cartesiani che ructano assieme al corpo sono 3

Al=cosiBcosY s RBl=-gosBsiny Yi=gini

e

Z=coshAsinY+sinAsinBcosY 3§ BlZ=cosfAcosY-sinAsinBsinY 3§ YE=-sinAcosk

AZ=sinAsinY~cosfsinBeosY 3 B3=sinfcosY+toosAsinBsinY 3 Yi=cosfAcosB

5i- possono notare molte similitwdind tra i 9 coseni direttori dei due siste-—
mi 3 ad esempio gli Al e Y3 sono ugualiy AZ2,43,e BE del sistema fisso (1)
cambiati di ssgno,sono uaguali ai Bl,Y1,Y2 del sistema mobile (3); B1,Y1,B2,Y2
del sistema fisso sono uguali agli AZ,A3,B2,B3 del sistema mobile, invertendo
solo i segni esistenti tra i due polinomi che costituiscono questi coseni di-
rettori. Cio® semplifichera”™ la ricerca delle relazioni tra i due sistemi (1)
2 {3) ed il generale (2.
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CABO DIRETTO @ dati A,B.Y ( con priorita” di rotazione appunto AR, Y )

Py i sanes sz vy amew

coms angoli di rotazione attorno agli assi cartesiani.e cio® sia per il

caso di cui al par. (1) che per quello di cul al par. (3 ,calcolare la
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corpo nella medesima posizioney ossia calcolare 1 3 coseni direttori e
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i danno i 18 coseni direttori dei sistemi (1) e (3),e per brevita® di
calcolo,si cercheranno le simillitdini tra essi,ossia tra il sistema di
rotazione con assl fissi (F) e gquello con assi mobili (M),

H

YH1iFY = cosBocosY a1 (M

VEL{F) = sinAsinBoosY +-— cosfAsiny = A2 ,dove - per F,e + per M

i

‘VYliF) = ginfAsinyY +- cosfAsinBoosyY

= HIM sdove + per F,e — per M
vV @Z2{Fy = cosBsiny = -H1{M)
v BZ(F) = cosAcosY +- sinfAsinBsinY = B2 ,dove + per F,e — per M \
vV ¥Y2(F) = cosAsinBsinY +- sinfAcosY = B3I M) dove — per F,e + per M
A3F) = -sinBk = ~Y1{M) F
B3(F) = sindcosk = Y2 (M)
VY3iF) = cosfcosB = Y3E(M)

Infine usando i 9 coseni direttori di un sistema a piacere,si avra’ in
generale che :

cosTETAS®

i

(AT +B2+YIE-1) /2

cosAd = {(BE-Y2)/2sinTETA®

#

cosbd (Y1-A%) /2sinTETAT

cosYd = {QEHBI)XEEinTETﬁ’




Dungue noti i 3 coseni direttori : cosAd,cosBd.cosYd,si puo’ hracedere,se
fos== richiesto.alla determinazione della posizione del vettore di rotazione,
e cio® sia esprimendola in coordinate polari che omogense.

S

POSIZIONE DEL VETTORE DI ROTAZIONE IN COORDINATE POLARI

Detto TETA 17 angolo compreso tra il vettore di rotarione e 17asse z.nonche’
¥p 1 angolo creato della sua proiezione sul piano xy,si avra® che @

cosTETA = cosYd 3 tayp = cosbd/cosfd

Restano da detinire i guadranti di appartenesnza degli angoli cosi® trovati,

e cio' e particolarmente importante per Yp,infatti nel passaggio dalle
coordinate polari ai coseni direttori,si usa cosYp & sinYp,infatti

cosfid = sinTETAcosYd 3§ cosBd = sinTETAsinYd § cos¥Yd = cosTETA

et i corretti segni di cos¥Yp e Sian dipenﬁoho dal guadrante di appartensnsa
dellangolo Yo :

Si risolve la cosa testando i segni di cosBd e cosAd,che vanno a generars

appunto @ tg¥d = cosd/cossd infattl

Fer cosbd & cosfd>D ,range di Ypo§ O0-%0
FPer cosBd>0 & cosfddo > reorr o F0-180
Fer cosid g cosfdad = R 180270
Fer cosBd<0 & cosfd-D re rrorr oy FT0O-E60

FOSIZIONE DEL VETTORE DI ROTAZIONE IN COORDINATE OMOGENEE

Fremsssa 1

Dati &a.b.c { dove -1 <= a,b,c, <= 1 ) si ricavano i coseni direttori
formando 11 modulo @ M=S50R{a"Z+b E+c™d) ,ed infine @
cosad = asM 3 cosBd = b/M 3 cosYd = o/M

Il caso inverso,cice’ dati i 7 coseni direttori,ricavare a,b,c di partenza,
non @ risolvibile in modo wnivoco,poiche” quanto sopra &° una identita” dungue
zong infiniti 1 valori che possono darsi ad  a,b.c onde ottenere i noti valori
dei coseni direttori . €1 =i rifara” percieo’ ad una convenzione e cioe® che
almeno uno dei 3 valori cercati sia wguale,in valore assoluto,ad 1.

Foiche” *7 & *° e legato a cosAd, " b " & cosBd, *7 © °° a cosYd,e’
sufficiente individuare uno dei 3 coseni direttori che sia diverso da zero

ed assegnare alla coordinata omogenea cui e® legato il valore +-1,badando

fdi apporre ad sssa lo stesso segno del suo coseno direttore. '

Song guindl possibili 3 casio o
Per cosfAd#) @ a=+-lib=+-cosBd/cosdd;o=+—cosYd/cosAd {a.b.c con segno di cosdd)

Fer cosBd#o

b=+-13 a=+-cosfd/cosBdy c=t-cosYd/cosBd. (a,b,c con segno di cosBd)

Fer cosYd#$o

£

ged-ls yed-cosBd /cosYd s azd—cosfd/icosYd (A, b, con segno di ocosYd)




CAS0 INVERSO @ effettuata la complessiva rotazione su di oun asse unico
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con il sistema generale di cul al par. (2),scomporre ghesta rotazione
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cartesiani,e cio® sia considerando il caso (1) che il (3.
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Effettuato i1l calcolo con il sistema generale di cui al per. (E),si avranno
a disposizione i 9 coseni direttori AL1,Bl,Y1 ecc. che sono statl derivati
dalla conoscenza sia di @ cosfAd,cosBd,cosYd, che dell’angolo TETA®.

Con essi si potranno derivare gli angoli A.B,Y nel seguente modo @

Fer il sistema (1),0ssia con assi fissi oo

Se B3=0 > A=C Je Ar=0-> Y=0
‘A = Arctg(B3/Y3) 3 B = ~Arcsin(A3) 3 Y = Arctg(AZ/AL)
de i=e o R3#c > A<90° Y Mo e Ay 46 = =90

FPer il sistema (3),ossia con assi Mobili @

A = ArctgY2/Y3) 3 B = Arcsin(Yl) 3 Y = Qratgﬁﬁifﬂi)

Felarzioni esistenti tra il sistema di rotazions con assi fissi (1) e guello

r1ETS s pe S sies s sevs s atma saes $EmES Shvyn vevEs FofrS TevHY SPES FETEY $EeS SRS Breet SRAeY pees Servy preey et Se Sasmt svere spies Bpevy Seyet heves paves Savmy e saaes msa pases suars i et v e
e T L e e e e e T Ty et T A [0S o ooy Toryf STy IO ot e e v P e

con assi mobili (3),ossia come passare da un sistema allaltro,variando in

modo opportuno gli angoli ABH.Y.

——————————— _‘__P_——“—*—h—_——_—“““'“‘““‘“‘“‘*“ 7 ‘ . (o @V ;

fivendo calcolati 1 9 coseni direttori di un sistema,vuoi guello (1) che il
(Zy,si pun’ ottenere da alocuni di essi 1 valori angolari 6,B,Y che si dovreb—
bero introdurerse nellaltro sistema onde ottenere da gquest’ultimo la medesima
rotazione che si e’ effettuata sul primo.

Disponendo di &1,B1,Y1,Y2,¥3 del sistema ad assi fissi @

1]

A = - Arctaly2/YE) . BM) = fArosin(Yl) p Y{M) = arctgBL/AL

Digponendo di &1,42,687%, B3, Y3 del sistema ad assi mobili

HOFY = frctg(BI/YE) 3 B(F) = -Arcsin{A3) 3 YI(F) = Arctg(AZ/61)

. fadealy sl fg ¥
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Sfruttando inoltre le simillitudini gia® viste a pag. 6,851 puo’ formulare
guanto alla pagina precedente in modo vnificato,ossia @

Usando A.B,Y del sistema di partenza,sia esso per rotazione su assi fissi
{F) ,che su assi mobili (M),si ricaveramnmo gli A7 ,B",Y" dell’altro sistema
{ tali che conducano ad una identica rotazione del corpo ) nel seguente modo @

S5i formino per brevita® le costanti @ KEil=sinfcosY 3§ KZ=cosAsinY

poi @ YE(F),BIM) = kisinB +- K1 3 dove - per‘Yﬁ(F) g + per BIM)

‘ Yi(F), A3 (M), = ginAsinY +- cosAsinBcosY ; dove + per‘YlfF) e — per A3
BLIF) ,AZ{MY = KilisinB +— K2 i dove — per BLIF) e + per AZ20D
YEI(F) Y3(M) = K3

ALF) AL (MY = K4

Infine Lonsiderando che alla pag. precedente ci si serve di -YZ2(F),-BL(F),
@ —AZM) ,converra® invertire i corrispondenti segni delle pertinenti espres-
sioni che sono state riportate sopra,ed ottenere che @

tgh® = {(Eil+—kEZ2sinB) /K3 : dove + per A (F) & — per A" (M)
sink® = cosAsinBcosY +— sinAsiny i dove — per BY((F) g + per B {M
tg¥?® = (BZ2+-ElsinB) /K4 : dove + per Y'(F) & — per Y" (M)

Mei casi reali,il ramnge di A4,B,Y va® naturalmente da 0 a 360 gradi,dungue si
dovera®™ porre attenrzione al guadrante nel guale casca il valore della tg. che
sl ricava sopraze cio® anche perche® il calcolo che si dovra® effettuare sul
sistema del guale i sono resi noti A7 ,B7,Y  ,.riposa sulla conoscenza di 3
ginfA’,cosA’,sinkB ,cosB® ,8inY® ,cosY® con i corretti segni che ne derivano dal
loro guadrante di appartenenza.

Finunciando invece ad wun ragionamento suli guadranti e badando solo ai segni
che correttamente vanno apposti ai sin e cos di cul sopra,si potra® ottenere
guanto in oggetto calcolandoli direttamente senza passare (per il caso delle
tangenti) per le funzioni trigonometriche inverse nel seguente modo @

costanti @@ ES=RI+~E2sinBE § Eé=kHI+-KlsinB 3 dove + per F e -~ per M

Ri=80R (KI3"2+k5™2) 3§ R2=5BLOR (K4"2+K&™d)

F¥=cosfAsinBoosY +- sinAsiny i dove — per F e + per M
infine @ sinA = KS/R1I 3 cosA = E3I/RI1
sinB = K7 s cosBt= cos{fArcsin(k7))

sin¥Y = K&/REZ 3 cos¥Y = E4/RZ
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In alternativa al sistema di calcolo per sinfd?,cosf”,sinB’,cosB*,sinY’,cosY’
appena visto,si puo® formularne unaltro che non necessita del radicali Rl ed
FZ2,ma che comungue abbdisogna sempre della conoscenza di 9 coseni direttori di
1 sistema onde passare all’altro,e cio® per guestioni di segni da apporre cor-

rettamente ai sin®',cos” ecc. di cui sopra.

Formul ate per brevita® le costanti :

Kl=sinfcosY 3 K2=cosAsinY 3 K3=coshcosB 3

kd=rosBoosY

FO=ll+—k28inB 3§ Ré=K2+-KisinB 3 dove + per

8i potra® concludere che :

- BinB"=K7 ¢ cosB =cos(fArosin (k7))

. SinAT=KS/cosB® 3 cosA’=KI/cosh’

. SinY’=K&/cosB’ 3 cosY'=kK4/coshB°
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Muesto problema pun’ non essere ricercato per alcune applicazioni,in tal caso
valga quanto gia® detto alla pag. precedente,se fosse sufficiente la conoscen-—
ra di sind®,cosf’,sinB? ,cosB®  sinY’ ,cosY’ srelativamente ai loro valori e segni.

Furtuttavia se fosse richiesta la conoscenza dei reali valori degli angoli

A LB LY bisognerebbe operare dei tests sulle funzioni che conducono ai valori
cdi tgh&® e tg¥® in particolasre,e cio’ perche’ possono essere ricondotte a delle
pspressioni del tipo @ tgh*=KS/K3 & tg¥ = Ké&/K4 delle quali sono noti valori e
segril dells costanti definite in K.

Ricapitolando guanto gia® detto alla pag. precedente,si formeranno le seguenti

- costanti oz

Ei=sinfcosyY § E2=scosfAsinyY 3§ El3scosfAcosB 3 Ed4=cosbocosY

FS=ki+~2sinB  ; Ké=R2+-KlsinB § dove + per (F) e — per (M

Buindi si potra® definire che @

Fer FI,E30 grrange di A 1 020

Fer KIS0 e K340, For #a2 2 p 9O080

Fer K&, K30 T FEEr e 180-270

Fer ES<0 e K30 , % 27 2% & 270340

Ed analogamente 3 .
Fer K&, K430 - prange di YT @ 0-90

Fer E&X0 e 440 , 7 22 7 2 JO-~180

Fer k&, E440 e 0T TR oTE e 180270

Fer K40 & K40 , 7 #2 #2 & J70-R6H0

Mella pratica di programmazione si potra® procedere in modo piu® sbrigativo
testando i soprastanti coefficienti come seqgue :

4

Azar et (KEARE)

Se A" e EEO allora A°=H"+180

Se A0 e KS<0 allora A7=A7+340

Se 440 & K30 allora A" =A"+180
P=aroctg {(Eé/ 14

Se Y'r0 e K440 allora YO=Y'+180

Be Y740 & K&40 allora Yi=Y"+3460

S Y40 & K440 allora Y =Y"+180

Bf=aposin (B7)

Seni e coseni degli angoli cosi® trovati permettono il corretto calcolo del
sistema di rotazione voluto,tale che gli angoli AB,Y ed A7 ,EB°,Y" consentano
nei dus sistemi F ed M la medesima posizione del corpo dopo le rotazioni.




